Olimpiai iskola, 2026. oktéber 23: vegyes feladatok

1.

Egy konvex n-szoget felbontunk az atloival haromszogekre. Egy haromszoget pirosra
szinezlink, ha nincs kozos oldala a sokszoggel, és zoldre szineziink, ha két kozos
oldala van a sokszoggel. Bizonyitando, hogy kettével tobb zdld haromszog van,
mint piros.

. Két egymast kovets kobszam kiilonbsége négyzetszam. Bizonyitsd be, hogy a négy-

zetszam alapja felirthato két négyzetszam Osszegeként.

Legyen n > 1 pozitiv egész szam. Hanyféle modon lehet a (0,0), (n,0), (n,1) és
(0,1) cstcsokkal rendelkezd téglalapot 2n darab racsharomszogre bontani?

a. A k kor AB és C'D hurja meréleges egymésra, és a P pontban metszik egymast.
Bizonyitsd be, hogy AP? + BP? + CP? + DP? = 4r? (ahol r a kor sugarat jeldli).
b. Adott a k korben az AB, C'D és EF hir, melyek egyméssal paronként 60°-os
szoget zarnak be, és mind d&tmennek a P ponton. Bizonyitsd be, hogy

AP? + BP? + CP? + DP? + EP? + FP? = 62,

Egy n x n-es tablazat ki van toltve egész szamokkal iigy, hogy az élszomszédos
mezdkben 1év6 szamok kiilonbsége legfeljebb 1. Bizonyitsd be, hogy a tabldzatban
szerepel n egyforma szam.

Egy téglalap alaki tablazatban minden mezébe egy valos szam van irva olyan moé-
don, hogy minden sorban és minden oszlopban a szamok Gsszege egész. Bizonyitsuk
be, hogy minden egyes, a tablazatban szerepld szamot lehet kerekiteni felfelé vagy
lefelé tigy, hogy az eredményiil kapott, egészekbdl allo tabldzatban minden sordsszeg
és oszloposszeg ugyanannyi legyen, mint eredetileg volt.

. Keressiik meg az 0sszes pozitiv egész k szamot, melyhez lehet taldlni egy n egész

szamot gy, hogy k = d(n?)/d(n) (ahol d(n) az n szam osztéinak szamat jeldli).
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