Szamelméleti bevezetd
Borbényi Marci

2026. oktober 22.

I Fogalmak. Teljes és redukélt maradékrendszer, kongruenciak

\
Tétel (Kinai maradéktétel). Amennyiben a by, by, . .. b, szamok paronként relativ primek, az
r=a; mod by,
T =as mod by,
r =a, modb,,
egyenletrendszernek van megoldasa. Ez a megoldas egyértelmd mod b1bs ... b,. )
. . r =3 mod 5,
1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:
z =4 mod 11.

2. Mutassuk meg barmely k-ra, hogy létezik k darab egymast kovets szam, amik egyike sem hatvanyszam.

3. Egy racspontot a sikon ldthats-nak hivunk, ha a koordinatainak legnagyobb ko6zos osztdja 1. Bizonyitsuk
be, hogy van egy 100 x 100 négyzet a sikon, aminek semelyik racspontja sem lathato.

4. Bizonyitsd be, hogy minden pozitiv egész n-re léteznek kg, k1, .. ., k, kiillonb6z6 relativ prim pozitiv egészek
ugy, hogy ko - k1 - ...k, két egymést kovets egész szdm szorzata.

5. a) Mi torténik egy mod n redukalt maradékrendszerrel, ha megszorozzuk egy a, n-hez relativ prim szammal?
b) Bizonyitsuk be, hogy létezik egy b egész, amire ab =1 mod n. S6t, ez a b valamilyen értelenben egyértelmii.
Milyen értelemben?

c¢) * Bizonyitsuk be, hogy a?™) =1 mod n. v(n) a redukalt maradékrendszer mérete.

6. Legyenek a, b, ¢ olyan szamok, amire 6a =5, 4b = —2, 12c =4 mod n, (6,n) = 1. Mennyi

a+b—c=? modn
7. Bizonyitsd be, hogy > ¢(k) = n.
kln
8. Bizonyitsd be, hogy p(p") = (p — 1)p" L.
9. * Bizonyitsd be, hogy ha n = []p}", akkor ¢(n) =[] ¢(p]").
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Tétel (Euler-Fermat-tétel). Legyen (a,n) = 1. Ekkor
a?™ =1 mod n.

Specidlisan, ha n = p primszam, p { a, akkor

a?1'=1 mod p.

- %

1

10. Hatarozd meg 200820074 utolsé harom szamjegyét.

11. Bizonyitsd be, hogy ha (a, 10) = 1, akkor
a'® =1 mod 1000.

Milyen kitev6t adna az Euler-Fermat?
12. Legyen p = 2017 prim. Hatarozd meg az

1P 2P 3P 2015P
L;J + LEJ + L;J +oo-t LTJ

Osszeg p-vel vett osztési maradékjat.

13. Bizonyitsd be, hogy minden ¢ € Z és p primszam esetén az x® = ¢ mod p egyenletnek van megoldésa.

14. * Hatarozd meg az Osszes pozitiv egész k-t, amivel az a, = 2" + 3™ + 6™ — 1 sorozat minden eleme relativ
prim.

15. * Bizonyitsd be, hogy barmely n esetén a sorozat
2
92,2292 92 modn

egy id§ utéan konstans.

Tétel (Wilson-tétel). Legyen p primszam. Ekkor

(p—1)!'=-1 mod p.

16. A multiplikativ inverz létezésének segitségével bizonyitsuk be Wilson tételét.

17. Legyen ai, ag, ...,a11 és by, by, ...,b11 az {1,2,...,11} szamok felsorolasai valamilyen sorrendben. Bizonyitsd
be, hogy ekkor a1by, agbs, ...,a11b11 szamok 11-gyel vald osztési maradékai kézott van 2 azonos.

18. Bizonyitsd be, hogy barmely p = 4k + 1 alaktl primszam esetén létezik x egész tgy, hogy 2> = —1 mod p.
19. Legyen a1, ag, . .. asp redukalt maradékrendszer modulo 31. Bizonyitsd be, hogy

31| (a1a2a3)3 + (aqas . . .a30)27.

20. * Melyek azok a primek, amelyekre a (p — 1)! + 1 szdm p-nek egész kitevss hatvéanya.
21. Mennyi Inko(n! + 1, (n 4+ 1)!) =7
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Kiegészits feladatok

22. a) Bizonyitsd be a kinai maradéktételeben a maradékosztaly egyértelmiséget.
b) Adott by sorozat esetén hany ilyen tipusi egyenlet van? Es mennyi lehetséges megoldas?
c¢) Bizonyitsuk be a megoldas létezését.

23. Legyen p > 3 prim, és legyen

1 1 1
Ne(p=D (=44t —).
-0 (gt og)

a) Bizonyitsd be, hogy p|N. b) * Bizonyitsd be, hogy p?|N.
24. Particionaljuk fel az {1,2,...,1998} halmazt x1,..., 2999, Y1,..., Y999 sorozatokra tgy, hogy az |r, — yn|
értéke 1 vagy 6 legyen minden n € {1,...,999} esetén. Bizonyitsd be, hogy az

|21 = y1l + |22 — Yol + -+ + 999 — Yogo|

Osszeg 9-es szamjegyre végzddik.

25. Legyenek k, n pozitiv egészek, és legyenek aq,as,as,...,ar (k > 2) kiilonbg szamok az {1,2,...,n}
halmazbél gy, hogy nla;(a;+1 — 1) minden ¢ = 1,2,...,k — 1 esetén. Bizonyitsd be, hogy n nem osztja
ak(aq —-1)—t

26. Hatarozd meg azon s > 4 szamokat, amikre 1éteznek a, b, ¢, d pozitiv egészek gy, hogy s=a+b+c+d
és s osztja az abc + abd + acd + bed Gsszeget.
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