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Invariansok és monovariansok
Kovdcs Benedek szakkore
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F/5.
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Adott egy n x k méreti tablazat egész szamokkal kitoltve. Ha egy sorban vagy oszlopban
a szamok Osszege negativ, abban a sorban vagy oszlopban megvaltoztathatjuk egyszerre a
szamok elGjelét. Bizonyitsd be, hogy egy id6 utan minden sorban és oszlopban nemnegativ
lesz a szamok Osszege.

100 szobaban 2026 ember van valamilyen médon elosztva. Minden percben kijon egy
szobabol valaki és bemegy egy olyan szobaba, ahol legaldbb annyi ember van, mint abban
a szobaban, ahonnan éppen kijott (vele egyiitt). Mutasd meg, hogy egy id6 utén az 6sszes
ember ugyanabba a szobaba fog keriilni!

Jancsi bacsinak van egy kertje, amit 10 x 10 darab parcellara osztott. Kezdetben minde-
gyik parcella iires. Jancsi bacsi be szeretné fiivesiteni az egész kertjét, egy olyan fiifajtaval
ami a kovetkezéket tudja:

e Ha egy parcella mar fiives, az fiives is marad orokre.

e Ha egy parcellanak legaldbb két oldalszomszédja fiives mar, akkor ebben a parcel-
laban is megterem egy id6 utan a fi.

Jancsi bacsi a lehetd legkevesebb parcellat akar sajat keziileg befiivesiteni (mert nagyon
lusta). Mennyi a minimélis szamu parcella, amik befiivesitésével egy id6 utéan az egész
kert fiives lesz?

Adott egy jobbra és felfelé végtelen négyzetracs. Kezdetben egy kavics talalhato a bal
als6 mezén. Egy lépésben kivalasztunk egy mezé6t, errél a mezorsl egy kavics lekertil és
a jobboldali és fenti szomszédos mezdkre pedig 1-1 kavics rakeriil. Dontstik el, hogy ki
lehet-e iiriteni a tabla bal als6 3 x 3 mezGjét, ha a jaték soran sosem keriilhet tobb kavics
ugyanarra a mezore!

Adott egy szabélyos haromszog. Egy lépésben a haromszog egyik csucsat letiikrozhetjiik
egy mésik csticsdra. Mutasd meg, hogy nem kaphatunk soha kisebb keriileti haromszoget,
mint kezdetben.

Van négy derékszogt haromszogiink, melyek oldalhosszai 3, 4 és 5. Egy lépésben valame-
lyik haromszoget kettévaghatjuk az atfogohoz tartozo magassagnél. Bizonyitsuk be, hogy
mindig marad két egybevagd haromszog.
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Néhéany kovet helyeziink el egy végtelen (mindkét irdnyban kiterjedd) négyzetekbdl &llo
szalag mezdin, amelyeket az egész szdmok indexelnek. Egy mezén tobb ké is lehet. Egy
mitiveletsorozatot hajtunk végre, ahol minden egyes 1épés az alabbi két tipus egyike lehet:

(a) Vegyliink el egy kovet mind az n — 1, mind az n mez6rél, és helyezziink egy kovet az
n + 1 mezdre.

(b) Vegyiink el két kovet az n mezdrdl, és helyezziink egy-egy kovet az n — 2 és n + 1
mezdkre.

Bizonyitsuk be, hogy barmely ilyen miiveletsorozat elvezet egy olyan helyzethez, amelyben
nem lehet tovabbi 1épéseket végrehajtani, tovabba hogy ez a helyzet fiiggetlen a miiveletek
sorrendjétol!

Nehéz feladatok
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N/5.

Adott egy véges egyszerd graf, aminek minden foka paratlan. Kezdetben minden csiicsa
fekete vagy fehér. KEgy lépésben minden cstcs olyan szintire valtozik, amilyen szind a
szomszédjainak tébbsége. Bizonyitsd be, hogy egy id6 utan minden cstcsnak vagy allando
marad, vagy minden lépésben véltozik a szine. (Azaz minden cstics szine periodikus lesz
2 szerint.)

(RMM 2016 SL) Van kezdetben véges sok kiilonb6zs pozitiv egésziink. Egy 1épésben az n
és n+ 1 szamokat egy darab (n—2)-re cserélhetjiik, vagy az n és n+4 szamokat egy darab
(n — 1)-re cserélhetjitk. Létrehozhatok ismétlsdd és nempozitiv szamok is a lépésekkel.
Mi a legkisebb egész, ami megjelenhet egy ilyen lépéssorozat utan?

(IMO 2021/5) Két mokus, Bozontos és Ugralos, 2021 diot gydjtott a télre. Ugralos
megszamozta a didkat 1-t6l 2021-ig, és asott 2021 kis lyukat a talajba koralakt elren-
dezésben a kedvenc fajuk koriil. Mésnap reggel Ugréalos latta, hogy Bozontos mindegyik
lyukba elhelyezett egy diot, de nem tor6dott a sorszdmozassal. Ugralos elégedetlenségében
elhatarozta, hogy atrendezi a didkat 2021 egymast kévets 1épésben. A k-adik 1épésben
Ugralos feleseréli a k sorszami didval szomszédos két didnak a helyzetét. Bizonyitando,
hogy létezik olyan k érték, hogy a k-adik lépésben Ugralds olyan a és b sorszamu didkat
cserél fel, amelyekre a < k < b.

(IMO 1986/3) Egy szabélyos 6tszog minden csiicsdhoz egy-egy egész szamot rendeliink
ugy, hogy az 0t szam Osszege pozitiv. Ha harom egymast kovets cstcshoz rendre x, y,
z szémokat rendeltiik, és y < 0, akkor az z,y, z szdmokat rendre x + vy, —y, z + y-re
cserélhetjiik. Ezt az eljarast addig ismételjiik, amig legalabb egy szam negativ.

Dontstik el, hogy csinalhatjuk-e ezt a folyamatot végtelen ideig!

** Van n kikapcsolt lampéank. Egy lépésben kidobhatunk egy kikapcsolt nem szélsé
lampat, de ekkor a két szomszédjat at kell kapcsolnunk. Milyen n-re érheté el, hogy csak
2 lampa maradjon?

Segitség: Az invaridnst eqy szokatlan struktirdban keressik!
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