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Nagysagrendi becslések a szamelméletben
Kocsis Anett szakkore

Feladatok

F/1.

F/2.

F/3.

F/a.

F/5.

F/6.

F/7.

F/8.

F/9.

Jeloljik pg-val a k. primszamot. Igazoljuk, hogy azon pozitiv egész szamok szama z-ig,
melyek minden primosztoja kisebb mint py, legfeljebb a) /z2* b) (log, z)*.

Igazoljuk, hogy létezik olyan N szém, hogy minden n > N esetén teljesiil, hogy

20251logyn < n.

Végesek vagy végtelenek-e a kovetkezs Osszegek?

a)ZToz,ozl %? b) 220:2 @ C) Zp primszam %?

(EGMO 2021/6) Létezik-e olyan nem negativ egész a szam, melyre az

2o 5]+ 3]+ (2] oo
1 2 31 7 lmd
egyenletnek tobb mint egymillio kiilonb6zd (m, n) megoldasa van, ahol m és n pozitiv

egészek?

Legyen a és b egynél nagyobb pozitiv egészek. Igazoljuk, hogy van olyan tébbszorose
a-nak amelynek 0-s szdmrendszerbeli alakja minden szdmjegyet tartalmaz 0-tol b — 1-ig.

a) Igazoljuk, hogy v,(n!) =>"7_, L%J

b) Mennyi yp((2m+1)) ha p egy olyan primszam, melyre fennall hogy m+1 < p < 2m+17

m

Igazoljuk, hogy tetsz6leges m egész szam esetén teljesiil hogy

H P S 4m—1'

p<m,p prim

(China TST 2010) Adott egy k pozitiv egész szam. Mutassuk meg hogy létezik olyan
csak k-tol fligg6 N szam, amelyre teljesiil, hogy barmely n > N esetén az (Z) kifejezésnek
legalabb k kiilonb6z8 primosztdja van.

Adjunk minél tébbféle bizonyitast arra hogy végtelen sok primszam van ;-).
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F/10.

F/11.

(Polish TST) Legyenek a, b olyan nemnegativ egész szamok, melyekre teljesiil, hogy 2"a+b
négyzetszam minden n esetén. Igazoljuk, hogy a = 0.

Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan szdm van, amelyre n? + 1 négyzetmentes. A feladathoz
hasznalhatjuk a primszamtétel egy gyenge alakjat, vagyis hogy hogy 7(z) < 2@ tovabba

hogy > >, # = %2. Eqgy szamot négyzetmentesnek neveziink, ha nem oszthato semmilyen
1-nél nagyobb szdm négyzetével.

HAazi feladatok

Beadasi hatarids: 2024. decmber 15. (vasarnap)
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HF /2.

HF /3.

HF /4.

HF /5.

1 11

Mutassuk meg, hogy tetszSleges ¢ valos szamra a 5, —3, 7, —% ... szdmokat sorba lehet

ugy rendezni, hogy a végtelen 0sszeg c-hez tartson.

Mennyi Vp((2$)> ha p egy olyan primszam, melyre fennall hogy %m < p<m? Es ha az
teljesiil, hogy v2m < p < %n?

Véges vagy végtelen Y 7 L T | Es > :

n=4 n-logy n-logy n=2 n-(logy n)? *

Jelolje 7(x) az x-nél nem nagyobb pozitiv primszamok szamat. Igazoljuk, hogy végtelen
sok n egész szam esetén teljesiil, hogy % egész szam.

Igazoljuk a T-es feladat és 2-es hézi feladat segitségével a Csebisev tételt, vagyis hogy
minden n egész szamra van n és 2n kozott primszam. Utmutatds: Azt fogjuk megszd-
molni, hogy a (2:) kifejezést akarjuk megbecsiilni. Ehhez kiszamoljuk, hogy melyik prim
milyen hatvanyon szerepel a primtényezds felbontdsdban. Csoportositsuk a felbontdsban
a primtényezdket: vegyik kilon a v/2n-nél kisebbeket, a v/2n és %n kozottieket, a %n €s
n koztieket, végil pedig az n és 2n koztieket. Mindegyik tipusiu prim kitevdjére adjunk
felsd becslést. Ennek segitségével igazoljuk, hogy ha nem lenne n és 2n kézott prim, akkor

(2:) -re olyan felsd becslést tudndnk adni, ami nem igaz.
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