(o SZAKKOR

Graf szinezések
Nagy Kartal, olimpiai 1skola tabor

Feladatok

F/1.

F/2.
F/3.

F/a.

F/5.

F/6.

F/7.

F/8.

F/9.

F/10.

F/11.

Legyen x(G) a graf kromatikus szama, azaz legkevesebb hany szinre van sziikség, hogy a
cstcsokat ki tudjuk szinezni tigy, hogy a szomszédos csticsok kiilonboz§ szintiek legyenek.
Mennyi a Petersen-graf kromatikus szdma?

Mutassuk meg, hogy a) x(G)x(G) > n, b) x(G) + x(G) < n+ 1.

Igaz-e, hogy tetszbleges GG graf csicsainak van olyan sorrendje, hogy a sorrend szerint
mohon szinezve (mindig a legkisebb sorszamu szabad szint hasznalva) éppen x(G) szint
hasznalunk?

Egy graf k-listaszinezése: minden csticsnél van egy k hosszi szinlista, amik koziil valaszthatunk
egy szint. Cél ugy kiszinezni, hogy a szomszédos csticsok kiilénboz6 szintdek legyenek.

a) Igaz-e, hogy k = x(G) esetén tudunk k-listaszinezni? b) Mutassuk meg, hogy van
olyan paros graf, ami nem k-listaszinezhetd.

Cseresznyének nevezziink egy élpart, ha van kozos végpontja a két élnek. Hany cseresznye
van egy olyan egyszert grafban, aminek fokszamai dy, ds,...d,"

Egy egyszerii grafnak n csiicsa és e éle van. Bizonyitsd be, hogy a cseresznyék szama
e(2e—n

legalabh 2=,
Egy haromszogmentes egyszerd grafban a cseresznyék szama legfeljebb e(n — 2)/2.

Egy tarsasaghban mindenkinek 8 ismerdse van jelen. Ha ketten ismerik egymést, akkor
pontosan 3 kozos ismer@siik, ha nem ismerik egymést, akkor pontosan 2 k6zos ismerdsiik
van.

a) Hany tagu a tarsasag?

b) Adj példat ilyen tarsasagra.

Van egy 1000 csticst paros grafunk. Legalabb hany szinre van sziikségiink ahhoz, hogy a
csucsait biztosan ki tudjuk szinezni mohoén, ha a csticsok sorrendjét nem mi hatarozzuk
meg?

Mi kovetkezik a 6. és 7. feladat allitasaibol?

Mutasd meg, hogy ha egy grafban nincsen 4 cstcst kor, akkor e < %/2 + 7
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Kettos leszamlalas, valészintiség
Nddor Benedek, olimpiar iskola tabor

Feladatok

F/1.

F/2.

F/3.

F/A.

F/5.

F/6.

Bizonyitsuk be, hogy

() () )

Egy négyzet négy csticsat és a belsejében 20 pontot kékre szineziink. Ezutan néhany kék
pontot Gsszekotiink tgy szakaszokkal, hogy semelyik két szakasz se metsze egymast és
a négyzetet haromszogekre bontjak a szakaszok (ugy, hogy a kék pontok haromszogek
csicsai). Hany haromszoget kapunk?

10 ember bement a Libribe kényvet vasarolni. Tudjuk, hogy

(1) mindenki pontosan 3 konyvet vasarolt;

(ii) barmely két emberhez van olyan kényv, amit mindketten megvettek.

Tudjuk, hogy azt a konyvet, amit a legtobben vettek meg, Gsszesen k& ember vasarolta
meg. Mi k minimalis értéke?

Legyen n > 2 egész szam. Mutasd meg, hogy

[V/n] + [V/n] + -+ [V/n] = [logy(n)] + [logs(n)] + -~ + [log, (n)].

Megjegyzés: |x| az x szdm alsd egészrészét jeloli, vagyis azt a legnagyobb egész szamot,
amely nem nagyobb x-nél.

Jeloljiik p,(k)-val az 1,2,...,n halmaz olyan permutacionak szamat, amiknek pontosan
k fixpontjuk van. Bizonyitsuk be, hogy

> ke palk) =mnl.
k=0

Egy n x m-es tablazat minden mezGjébe nemnegativ valés szamokat irunk tgy, hogy
minden sorban és minden oszlopban van legalabb egy pozitiv szam. Ezen kiviil, ha egy sor
és egy oszlop kozos elemében pozitiv szam van, akkor a sor elemeinek 6sszege megegyezik
az oszlop elemeinek 6sszegével. Bizonyitsuk be, hogy m = n.
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F/7.

F/8.

F/9.

F/10.

F/11.

F/12.

F/13.

F/14.

F/15.

Egy iskolaban n diédk tanul. Ev elején minden diak eldonti, hogy milyen érékra fog jarni.
Minden o6rén legalabb két didk vesz részt, és ha két kiillonb6z6 oréra igaz, hogy legaldbb
két gyerek jar mindkettére, akkor erre a két orara kiilonbozd szamu diak jar. Bizonyitsuk
be, hogy legfeljebb (n — 1)? 6rara jarnak didkok.

A matek érettségin m didk és n vizsgaztato vesz részt, ahol n > 3 paratlan egész. Minden
vizsgaztatd minden érettségizét értékel. Kétféle értékelés van: ’tigyes’ és 'megbukott’.
Legyen k egy olyan szam, amire barmely 2 vizsgaztatora igaz, hogy legfeljebb k érettsé-
giz6rol szavaztak ugyanigy. Bizonyitsuk be, hogy £ > =1, (Nem lett megbeszélve)

Adott egy sorban n! {ires kosar, megjeldlve az 1, 2 ...n! sorszdmokkal. Cézar elGszor
beletesz minden kosarba egy kovet. Ezutéan beletesz minden méasodik kosarba két kovet.
Hasonloan folytatja, mig végiil beletesz minden n. kosarba n kovet. Masként megfogal-
mazva, ¢ = 1, 2, ...n mindegyikére Cézar beletesz i kovet az i, 2i, 3i,..., n! sorszamu
kosarakba.

Jelolje x;, hogy mindezen lépések utan hany ké lesz az i. kosarban. Igazold hogy
n! n 1
nl-n? < 2 < nl-n?. -.

799 csapat jatszik kormérkézéses bajnoksagot (mindenki mindenki ellen egyszer jatszik).
Bizonyitsuk be, hogy van két diszjunkt A, B halmaza a jatékosoknak, amire |A|, |B| > 7
és A minden jatékosa megverte B minden jatékosat. (Nem lett megbeszélve)

Egy 100 x 100-as tablazatban az 1,2,...,100 szdmok mindegyike pontosan szézszor sz-
erepel. Bizonyitsuk be, hogy van olyan sor vagy oszlop, amiben legalabb 10 kiilonb6z§
szam van.

Egy osztalyban minden fia ismer legalabb egy lanyt. Bizonyitsuk be, hogy ki tudjuk
valasztani az osztalynak legalabb a felét tigy, hogy minden kivalasztott fit paratlan sok
kivalasztott lanyt ismer. (Nem lett megbeszélve)

Legyen n egy paros pozitiv egész szam és legyen G egy n-cstcsu, egyszerd graf, aminek
2 . e e L P -,

% ¢le van. Az x,y halmazt elégedetinek nevezziik, ha z,y G kiilonbo6z6 csicsai és van

kozos szomszédjuk (azaz van olyan z cstucsa G-nek, hogy zz és yz élek. Bizonyitsuk be,

hogy G-hez legalabb 2("42) elégedett halmaz van.
Egy matekversenyen 21 fit és 21 lany vesz részt. Tudjuk, hogy

(i) minden versenyzé legfeljebb hat feladatot oldott meg;

(ii) minden L lanyhoz és F' fithoz van olyan feladat, amit L és F' is megoldott.
Bizonyitsuk be, hogy volt olyan feladat, amit legalabb harom lany és harom fiti is megoldott.

Egy matekversenyen 6 feladatot adtak fel, amikbdl barmely kettére igaz, hogy azt a
kettdt legalabb a versenyzsk % része oldotta meg. Nem volt olyan versenyzd, aki mind a 6
feladatot megoldotta. Bizonyitsuk be, hogy volt olyan versenyzg, aki pontosan 5 feladatot
oldott meg.
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Kombinatorikus geometria
Imolay Andrds, olimpiai iskola tdbor

Feladatok

F/1.

F/2.

F/3.

F/a.

F/5.

F/6.

F/7.

F/8.

F/9.

F/10.

F/11.

Adott 2n pont a sikon, mutassuk meg, hogy van olyan egyenes, aminek mindkét oldalan
pontosan n pont van.

Adott n pont a sikon, igazoljuk, hogy ki tudunk koziiliikk valasztani harmat, hogy egyik
pont se essen ezen harom pont koréirt korén kivil.

Adott a sikon n pont. Bizonyitsuk be, hogy a pontokat sorba lehet rendezni, Py, P, ..., P,,
hogy PP, ... P, egy (nem Onatmetszs) sokszog legyen.

Adott n egyenes a sikon. Szamozzuk be a metszéspontjaikat kiilonbozé szamokkal gy,
hogy minden egyenesen valamilyen irdnyban monoton néjén a szamozas.

(Sylvester—Gallai-tétel) Adott n pont a sikon, melyek nincsenek mind egy egyenesen.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan egyenes, ami pontosan két ponton megy at.

Adott a sikon véges sok pont ugy, hogy barmelyik harom altal meghatarozott haromszog
teriilete legfeljebb 1. Bizonyitsuk be, hogy van olyan haromszog, ami az Osszes pontot a
belsejében tartalmazza, és a teriilete legfeljebb 4.

Igazoljuk, hogy a sik tetszéleges 5 pontjabol ki lehet valasztani 4-et, amik konvex pozi-
cibban vannak.

Adott n egyenes a sikon, ezek meghataroznak tartomanyokat. Bizonyitsuk be, hogy a
tartomanyok két szinnel szinezhet&ek tigy, hogy a szomszédosak kiilonbo6zd szint kapjanak.

Adott 8 pont a sikon, nincs 3 egy egyenesen, és nincs 5 egy koron. Legfeljebb hany olyan
kor lehet, ami athalad 4 ponton.

Adott n egyenes a sikon, nem megy at harom egy ponton. Szinezziik meg a metszéspon-
tjaikat harom szinnel dgy, hogy minden egyenesen a szomszédos metszélpontok szinei
kiilonbozdek.

Adott n egyenes a sikon, melyek nem mennek at egy ponton, és nincs koztiik két parhuzamos.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan pont, amin pontosan két egyenes megy at.
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F/12.

F/13.

F/14.

Adott n pont a sikon, melyek koziil barmelyik harom pont lefedhets egy egység sugaru
korrel. Igazoljuk, hogy van olyan egység sugara kor, ami az 6sszes pontot fedi.

Bizonyitsuk be, hogy tetszd6leges sokszoget fel lehet haromszogelni egymést nem metszé
atlok segitségével. (Nem beszéltiik meg)

Adottak piros, sarga és kék pontok, melyek koziil nincs 3 egy egyenesen. Minden kék
haromszogben van piros, minden piros haromszéghben sarga, és minden sarga haromszog-
ben kék pont. Legfeljebb hany pont lehet 6sszesen? (Nem beszéltitk meg)
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F/1.

F/2.

F/3.

F/A.

F/5.

F/6.

F/7.

1. olimpiai iskola tabor hazi feladatok
Nagy Kartal, Nador Benedek, Imolay Andrds

Mutassuk meg, hogy ha K, éleit tetsz6legesen szinezzuk két szinnel, akkor az egyszini
n(n—1)(n—>5)

haromszogek szama legalabb ( 51

A Telefiile telefontérsasag egyik kapcsolotabldjan 400 kimenet van. Barmely kettét
Osszekot egy vezeték, amely piros vagy kék. A piros és kék vezetékek szama megegyezik.
A rendszer megbénul, ha kivesziink két azonos szint vezetéket, amik 4 kiilonb6z6 kimenet
kozt futnak. Bizonyitsd be, hogy a konkurens cég technikai banditai ugyanannyi moédon
bénithatjak meg a rendszert két kék vezeték eltavolitasaval, mint két piroséval.

Legyen ¢ > 4 egy paros egész szam. Egy focibajnoksagban minden csapatnak van egy
hazai meze és egy idegenbeli meze. Minden hazai meznek két kiilonb6zd szine van, és
minden idegenbeli meznek egy szine van. Minden csapat idegenbeli mezének a szine
kiilonbozik a hazai mez mindkét szinétl. Osszesen a mezek kozott legfeljebb ¢ kiilonbozs
szin szerepel. Ha két csapatnak ugyanaz a két szin van a hazai mezén, akkor az idegenbeli
meziik eltérs szind.

Azt mondjuk, hogy két mez iiti egymdst, ha van olyan szin, ami mindkettén megjelenik.
Tegyiik fel, hogy a bajnoksag barmely X csapatdhoz nincs olyan Y csapat a bajnoksagban,
hogy X hazai meze iiti Y mindkét mezét. Legfeljebb hény csapat lehet a bajnoksagban?

A matek érettségin m didk és n vizsgaztatod vesz részt, ahol n > 3 paratlan egész. Minden
vizsgaztatd minden érettségizét értékel. Kétféle értékelés van: ’tigyes’ és 'megbukott’.
Legyen k egy olyan szam, amire barmely 2 vizsgaztatora igaz, hogy legfeljebb k érettsé-
giz6r6] szavaztak ugyaniugy. Bizonyitsuk be, hogy £ > n=t

m = 2n -

799 csapat jatszik kormérkszéses bajnoksdgot (mindenki mindenki ellen egyszer jatszik).
Bizonyitsuk be, hogy van két diszjunkt A, B halmaza a jatékosoknak, amire |A|, |B| > 7
és A minden jatékosa megverte B minden jatékosat.

Egy osztalyban minden fiti ismer legalabb egy lanyt. Bizonyitsuk be, hogy ki tudjuk
valasztani az osztalynak legalabb a felét tigy, hogy minden kivalasztott fia paratlan sok
kivalasztott lanyt ismer.

Adott n piros és n kék pont a sikon. Igazoljuk, hogy parba tudjuk allitani a piros és
kék pontokat tgy, hogy a parokat Osszekots szakaszok koziil semelyik ketté ne metsze
egymast.
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F/8.

F/9.

F/10.

Adott 2024 pont a sikon. Bizonyitsuk be, hogy tudunk talalni 400 konvex sokszoget
(legalabb négyszogek), melyek paronként nem metszik egymast (kozos csicsuk sincs), és
minden cstucsuk az adott 2024 pont koziil valo.

Adott n pont a sikon. Igazoljuk, hogy ki lehet valasztani koziiliik legalabb [/n] pontot
ugy, hogy semelyik harom kivéilasztott pont ne alkosson szabalyos haromszoget.

Adott egy P P, ..., P, konvex sokszog, és egy () pont a sokszog belsejében. Bizonyitsuk
be, hogy van olyan oldala a sokszognek, melyhez nem létezik olyan P; csticsa, hogy a P;()
egyenes athalad az oldal egy bels§ pontjan (azaz metszi az oldalt, és nem a csicsokon
megy keresztiil).
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