(o SZAKKOR

Projektiv geometria
Imolay Andrds szakkore

Definicié (Vetités egyenesrdl egyenesre) — Adott az e és f egyenes a sikon, és egy P
pont, ami egyik egyenesre sem esik rd. Ekkor az e egyenes f egyenesre vetitése a P
ponton keresztiil az a transzformacié, aminek az értelmezési tartoméanya e pontjai, az
értékkészlete f pontjai, és minden A € e ponthoz hozzarendeli azt az A’ € f pontot,
melyre P, A, A’ egy egyenesen vannak.

F/1. Mi a baj ezzel a definicioval?

Definicié (Projektiv sik) — Az euklideszi sik minden "iranyédhoz" vegyiink fel egy j
pontot. Azaz minden e egyenest kibgvitiink még egy I. ponttal tgy, hogy két egye-
nesen pontosan akkor van rajta ugyanaz az extra pont, ha parhozamosak. Nevezziik
ezeket a plusz pontokat idedlis pontoknak. Ezen feliil mondjuk azt, hogy az idealis
pontok egy egyenesre esnek, az idedlis egyenesre.

F /2. Gondoljuk meg, hogy a projektiv sikon tovabbra is igaz az, hogy barmely két ponton
pontosan egy egyenes megy at, de most méar az is igaz, hogy barmely két egyenes pontosan
egy pontban metszi egymaést.

F /3. Gondoljuk meg, hogy most mar értelmes a vetités definicioja.
F /4. Lehet egy idealis pontbol vetiteni?

Definicié (El&jeles szakaszok) — Minden egyenesnek valasszuk ki az egyik irdnyat,
és AB jelolje az A és B pontok tavolsagat, ha z@ parhuzamos az AB egyenesen
véalasztott irannyal, kiilonben pedig legyen AB az A és B pontok tavolsaganak ellen-
tettje.

Definicié (Kettésviszony) — Ha A, B, C, D kiilénb6z6 pontok egy egyenesen, akkor
legyen

~ Ac/CB
(A, B’C, D) — m.
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Tétel. Legyen e és f két egyenes, P egy pont, ami egyik egyenesre sem esik, és
vetitsiik e-t f-re. Ekkor ha A, B,C, D képe rendre A’, B’,C’, D" akkor

(A,B,C,D) = (A",B',C", D).
F /5. Mutassuk meg, hogy az (A, B,C, D) kettGsviszony nem fiigg attol, hogy az egyenesen
milyen iranyt valasztottunk (lasd eljeles szakaszok definicidja).
F /6. Bizonyitsuk be a tételt abban az esetben, ha P egy idalis pont.
F/7. Lehet-e (A, B,C,D) =17
F /8. Mutassuk meg, hogy ha az A, B,C, D pontok koziil csak harom adott, tovabba ismer-
jik az (A, B, C, D) kettGsviszonyt, akkor a negyedik pontot is egyértelmiien meg tudjuk
hatarozni.
F /9. Mikor lesz az (A, B, C, D) kett8sviszony pozitiv?
F/10. Hogyan definidlnatok az (A, B, C, I) kettSsviszonyt, ahol A, B, C, I egy egyenesen vannak,
és I az egyenes idealis pontja?
F/11. Es hogyan definialnatok négy pont kettSsviszonyat, akik mind az idealis egyenesen van-
nak?
( Lemma. Ha A, B,C, D egy egyenesen vagy koron van, akkor A
(A,B,C,D) = (B,A,D,C) = (C,D,A,B) = (D,C,B,A) = X
1
(A,B,D,C)=(B,A,C,D)=(D,C,A,B)=(C,D,B,A) = e
(A,0,B,D) = (C,A,D,B) = (B,D,A,C) = (A,C,B,D) = 1 — X
(A,C,D,B) = (C,A,B,D) = (D,B,A,C) = (B,D,C, A) = —X
1
(A,D,B,C)=(D,A,C,B)=(B,C,A,D)=(C,B,D,A) =1— %
1
(A,D,C,B)=(D,A,B,C)=(C,B,A,D)=(B,C,D,A) = -
X
\ %
Definicié (Sugarsor) — Egy ponton athaladé egyenesek halmazat sugérsornak nevez-
ziik.
F/12. Hogyan definidlnad az (a, b, ¢, d) egy sugarsorhoz tartozo egyenesek kettdsviszonyat?

Tétel. Ha a, b, ¢, d egy sugéarsorhoz tartozo egyenesek, akkor

sin (ac)/ sin (cb)
sin (ad)/ sin (db)’

(a,b,c,d) =
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F/13.

F/14.

F/15.

F/16.

F/17.

F/18.

ahol iranyitott szogekr6l beszéliink, azaz kivalasztunk egy koriiljarasi iranyt, és asz-
erint pozitiv vagy negativ elGjellel tekintjiik a szogeket.

Adott egy e és f egyenes, és egy P pont, ami egyik egyenesen sincs rajta. Legyenek
A, B,C, D az e egyenesen és A', B’ C', D" az f egyenesen tgy, hogy APA'< = BPB'< =
CPC'<<= DPD'< =90°. Mutassuk meg, hogy (A, B,C,D) = (A", B',C", D).

Hogyan definidlnad négy pont kettGsviszonyat, amik egy korre esnek?

Tétel. Ha A, B, C, D kiilonb6z6 pontok egy koron, akkor

(A, B,C, D)| = \AC/CB \

AD/DB

Lehet-e a) korrsl egyenesre b) korrsl korre vetiteni?

Ha adott egy k kor és egy P pont a koron, és k-t vetitjiik P-bdl egy e egyenesre, akkor
mi legyen a P pont képe?

Definicié (projektiv transzformacié) — Egy transzformécio, mely egyenesrdl vagy
korrél képez egyenesre vagy korre projektiv, ha megtartja a kettGsviszonyt, azaz
tetszéleges A, B, C, D pontok esetén, melyek képei rendre A’, B’, C’, D’ teljesiil, hogy

(A,B,C,D) = (A, B,C", D).

Tekintslink egy e és f egyenesek kozott mend h projektiv transzformaciot. Mutassuk
meg, hogy ez pontosan akkor egy vetités (azaz akkor létezik P pont, hogy a P pontbdl
e-r6l f-re vetités éppen h), ha h(M) = M, ahol M az e és f egyenesek metszéspontja.

(" Tétel. Az alabbi transzformaciok projektivek: A

e Egyensrdl egyenesre vetités.
e Egyenesrdl korre vetités, ha a vetitépont a koron van.
e Korrdl masik korre vetités, ha a vetitépont mindkét koron rajta van.

e Korrdl onmagara vetités, ha a vetitépont nincs a koron.

(extra) Inverzio.

- /

Definicié (Harmonikus pontnégyes) — Az A, B,C, D egy egyenes vagy koron 1évé
pontokat harmonikusnak nevezziik, ha (A, B,C,D) = —1. Hasonlbéan, ha a,b,c,d
egy sugarsorhoz tartozik, akkor harmonikusnak nevezziik, ha (a, b, c,d) = —1.

Adott az A és B pont. Az AB egyenes melyik C' pontjara lesz (A, B, C, I) haromnikus,
ahol I az ideélis pont?
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F/19.

F/20.

F/21.

F/22.

F/23.

F/24.

F/25.

F/26.

F/27.

F/28.

N/1.

N/2.

Legyen ABC' egy haromszog, és D, E, F pontok a BC, AC, AB oldalakon. Legyen a BC'
és E'F egyenesek metszéspontja M. Mutassuk meg, hogy (B, C, D, M) pontosan akkor
harmonikus, ha az AD, BE és C'F egyenesek egy ponton mennek at.

Bizonyitsuk be projektiv geometria segitségével, hogy egy haromszog kozépvonalai parhuza-
mosak az oldalakkal.

Erintse az ABC haromszog beirt kore az AB, AC, BC oldalakat rendre az E, F, G pon-
tokban. Erintse az ABD haromszog beirt kore az AB, AD, BD oldalakat rendre az
E', H,J pontokban. Tegyiik fel, hogy £ = E’. Mutassuk meg, hogy az AB, FG, HJ
egyenesek egy ponton mennek at.

Mutssuk meg, hogy ha ABC'D egy hurnégyszog, akkor (A, C, B, D) pontosan akkor har-
monikus, ha a koréirt korhoz A-ban és C-ben hizott érint6k metszéspontja rajta van a
BD egyenesen.

Legyen A, B,C,D egy egyenesen és P egy pont nem ezen az egyenesen ugy, hogy a
PB egyenes a CPD szog szogfelezGje és AP mer6leges BP-re. Mutassuk meg, hogy
(A, B,C, D) harmonikus.

Adott egy egyenesen A, B,C. Szerkessziik meg D pontot csak vonalzéval ugy, hogy
(A, B,C, D) harmonikus legyen.

(Pillango-tétel) Legyen ABCD egy htirnégyszog, legyen az atloi metszélpontja P, és
legyen M N a kor egy olyan hurja, melynek P a felez6pontja. Tegyiik fel, hogy az AB és
C'D oldalak metszik az M N szakaszt, és legyenek ezek a metszéspontok X és Y. Igazoljuk,
hogy X P = PY.

Az M, pont az ABC'D négyszog AB oldalegyenesén van. Legyen M, az M; pont vetiilete
a BC egyenesre D-bsl, M3 az M, pont vetiilete a C'D egyenesre A-bol, My az M; pont
vetiilete a DA egyenesre B-bél, My pedig az M, pont vetiilete az AB egyenesre C-bdl,
és igy tovabb. Bizonyitsuk be, hogy M3 = M;.

Adott az ABC haromszog és egy M pont. Egy M-en athalado egyenes az AB, BC,CA
egyeneseket rendre C, A, By pontokban metszi. Az AM,BM,CM egyenesek ABC
koréirt korét rendre az Ao, By, Cy pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy az Ay Ay, By By,
C1Cy egyenesek egy pontban metszik egymaést, ami az ABC koréirt korén van.

Ha A, B,C, D egy egyenesre esnek, akkor (A, B,C, D) pontosan akkor harmonikus, ha
MA? = MC - MD, ahol M az AB szakasz felezépontja.

Lekotd feladatok

Legyen ABC'D egy htrnégyszog. Az AB és C'D egyenesek az E pontban metszik egymast,
az AC és BD atlok pedig az F' pontban. Az AFD és BFC héarmszogek koré irt korei
mésodszor a H pontban metszik egymast. Bizonyitsuk be, hogy FH és HF merdleges.

Az ABCD hurnégyszogben legyen E az AD és BC metszéspontja (C' van B és E kozott),
F pedig az AC és BD metszéspontja. Legyen M a C'D oldal felezGpontja, és N # M
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N/3.

N/4.

N /5.

AN

~5- Mutassuk meg, hogy F, F, N egy

egy pont ABM koréirt korén dgy, hogy % —
egyenesre esnek.

w1 és wq korok kozéppontjai Oy és Oy, és kiviilrdl érintik egymast a D pontban, valamint
egy w kort mindketten érintenek belilrsl az E és F' pontokban. Az [ egyenes az w
és wo koOzoOs érintGje a D ponton at. Legyen AB az w azon atmérGje, amely merdleges
az | egyenesre ugy, hogy A, E, O; ugyanazon az oldalon vannak az [ egyeneshez képest.
Bizonyitsuk be, hogy AO,, BOy, EF és | egy ponton mennek at.

A P pont az ABCD konvex négyszog AB oldalan helyezkedik el. Legyen w a C'PD beirt
kore, és I ennek a kozéppontja. Tegyiik fel, hogy w érinti az APD és BPC haromszogek
beirt koreit a K és L pontokban. Az AC és BD egyenesek az E pontban metszik egymast,
és az AK és BL egyenesek az F' pontban metszik egymast. Bizonyitsuk be, hogy az E, [
és I pontok egy egyenesre esnek.

Legyen ABCD egy konvex négyszog, ahol BA # BC'. Jelolje ky és ko rendre az ABC' és
ADC héaromszogek beirt koreit. Tegyiik fel, hogy létezik egy k kor, amely érinti az AD
és C'D egyeneseket, a BA félegyenest A-n til, és a BC félegyenest C-n tul. Bizonyitsuk
be, hogy ky és ko koz6s kiils6 érint6i k-n metszik egymast.

HAazi feladatok

HF /1.

HF /2.

HF /3.

HF /4.

HF /5.

HF /6.

Legyen PQRS egy konvex négyszog, a PQ és RS egyenesek metszéspontja A, a QR
és SP egyenesek metszéspontja B, a PR és QS egyenesek metszéspontja C'. Tovabba
a BC' egyenes messe az SR és P(Q) egyeneseket az E és F pontokban, az AC' egyenes
messe a PS és QR egyeneseket a G és H pontokban. Talédljunk minél tébb harmonikus
pontnégyest az abran. Keressiink olyan harmonikus pontnégyeseket is, amikbdl csak 3
pont van megjelolve.

Adott egy k kor és egy P pont a koron kiviil. Nevezziink egy X pontot szépnek, ha a
kéron belil van, és (P, X, A, B) harmonikus, ahol A és B a PX egyenes és a k kor két
metszéspontja. Mutassuk meg, hogy a szép pontok egy egyenesen vannak.

Mutssuk meg, hogy ha ABC'D egy hurnégyszog, akkor a koréirt korhéz A-ban és C-ben
huzott érint6k metszéspontja pontosan akkor van rajta a BD egyenesen, ha a koréirt
korhoz B-ben és D-ben huzott érinték metszéspontja rajta van az AC egyenesen.

Az ABC haromszog B-bdl és C-bdl indulo szogfelezGje messe a szemkozti oldalt B'-ben
és C'-ben. Igazoljuk, hogy a BC' egyenes, a B'C’ egyenes és az A csicsnal 1évs kiilss
szogfelez6 egy ponton mennek at.

Legyen a PQRS négyszog szemkozti oldalainak metszéspontja A és B, atloinak a met-
széspontja C'. Tegyiik fel, hogy csak az A, B, C, .S pontok adottak. Szerkessziik meg csak
vonalzéval a P, (), R pontokat.

Az ABC héaromszog B-bdl és C-bdl indulé magassagvonala messe a szemkozti oldalt B’-
ben és C’'-ben. A B'C’ és BC egyenesek metszéspontja legyen P. Igazolujuk, hogy a P
pontbol a BC B'C” kérhoz huzott érintsk érintési pontjai az A-boél induld magassagvonalra
esnek.
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	Lekötő feladatok

